Szkice rozwigzan zadan (finat 2024)

Zadanie 1. Bolek i Lolek
Dane s3 trzy liczby dodatnie a, b, c. Bolek na tablicy zapisat liczby:

% + bc, % + ac, % + ab, natomiast Lolek liczby: 2a?, 2b?, 2c2. Okazato sie, ze obaj

chtopcy napisali te same liczby, niekoniecznie w tej samej kolejnosci. Oblicz
iloczyn abc.

Rozwigzanie

(abc+1)3

lloczyn liczb zapisanych przez Bolka wynosi: , a iloczyn liczb Lolka

wynosi 8(abc)?. lloczyny te sg réwne. Zatem 8(abc)® = (abc + 1)3, a stad
2abc = abc + 1, czyli abc = 1.

Zadanie 2. Trzy réwnania kwadratowe

Niech a, b, ¢ beda réznymi liczbami rzeczywistymi oraz niech ¢ # 0. Udowodnij,
ze jesli réwnania x?’+ax+bc=0, x2+bx+ac=0 maja wspdlny
pierwiastek, to pozostate pierwiastki tych réwnan speiniaja réwnanie
x?+cx+ab=0.

Rozwigzanie

Niech p bedzie tym wspolnym pierwiastkiem. Wtedy: p? + ap + bc = 0

i p?+bp+ac=0. Odejmujagc réwnania stronami otrzymujemy réwnos¢
(a—b)p+cb—a)=0, z ktérej wynika, ze p=c (p #0), gdyz b # a. Ze
wzoréw Viete’a rozwigzaniami pierwszego réwnania sg liczby b i ¢, zas drugiego
a i c. Wykorzystujac ponownie wzory Viete’a mamy: b+ c= —a oraz
a + ¢ = —b, z ktérych otrzymujemy réwnos¢ ¢ = —(a + b). Zatem liczby a i b
sa pierwiastkami réwnania x? + cx + ab = 0.

Zadanie 3. Suma kolejnych liczb
Czy liczbe 2048 mozna przedstawi¢ w postaci sumy przynajmniej dwéch
kolejnych liczb naturalnych? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie
Niechn,k € Noraz k > 2.
Zatézmy,ze n+ (n+ 1D+ n+2)+ .. + (n+k —1) = 2048.

Ze wzoru na sume ciggu arytmetycznego mamy M=2048, czyli

(2n+k —1) -k = 2'? . Wynika stad, ze liczby (2n + k — 1) oraz k s3 parzyste,
co jest niemozliwe. Ostatecznie liczby 2048 nie mozna zapisa¢ w postaci sumy
kolejnych liczb naturalnych.

Zadanie 4. Dwie nieréwnoéci
Trzy liczby p, q, r spetniajg warunek (p + q + r)r < 0. Udowodnij, ze g% > 4pr.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy funkcje kwadratowa f(x) = x? + gx + pr. Zauwazmy, Ze:
f)=r’+qr+pr=@+q+r)r<o.

Wspétczynnik przy x? jest dodatni, zatem wyréznik tréjmianu kwadratowego

A= q? — 4pr musi by¢ dodatni, a stad wynika teza zadania g2 > 4pr.

Zadanie 5. Tréjkat réwnoboczny w kwadracie

Wewnatrz kwadratu ABCD znajduje sie taki punkt X, Ze miary katéw
<XDC i <DCX wynosza 15°. Udowodnij, ze tréjkat ABX jest tréjkatem
rownobocznym.

Rozwigzanie
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Przyjmujac, zZe bok kwadratu ma dtugos$¢ a oraz korzystujac z faktow, ze trojkat
XCD jest réwnoramienny i tg15 = 2 — /3, otrzymujemy |FX| = (2 — ﬁ)g
Zatem |EX| = |FE| — |FX| =a— (2 - \/§)§ = “Tﬁ

Tréjkat ABX jest tréjkatem réwnoramiennym, w ktérym tg(XBAX) = /3,
czyli |<BAX| = 60°. Zatem trojkat ABX jest tréjkatem réwnobocznym.



