Szkice rozwigzan CZESC INDYWIDUALNA

1. Ulamki. Oblicz, ile jest nieskracalnych utamkoéw, ktére sa mniejsze od ﬁ, wieksze od

oraz ktérych licznik jest rowny 20-16.
20-17

1 20-16 1
< <
2017 m  20-16
(20-16)* <m <20%-16-17 =(20-16)* +6400. Mamy: m=(20-16)* +k, gdzie 0<k <6400 i k jest

wzglednie pierwsze z (20-16)” tzn. nie dzieli si¢ ani przez 2 ani przez 5. Liczb podzielnych przez

5 z tego zakresu jest @—1 =1279, podzielnych przez 2 jest &200 —1=23199, natomiast liczb

podzielnych przez 10 mamy: %—1 =639. Stad liczb niepodzielnych ani przez 2, ani przez

Rozwigzanie:  Nieréwnosci: sa roéwnowazne nierdwnosciom

5 mamy: 6399 —1729 —3199 + 639 = 2560.

2. Uklad nier6wnosci Wyznacz najwiekszg liczbe catkowita a, dla ktorej istnieje liczba
la+b[<3
la-3p<2’

calkowita b spetniajgca uklad nieréwnosci: {

Rozwigzanie: Niech a,b spelniaja ten uktad nieréwnosci. Zauwazmy, ze: 4a=3(a+b)+(a—3b).
Stad: |4a| Sﬂa+b|+|a—3b| <11. Zatem |a|£%. Z uwagi na to, ze 2 ma by¢ najwieksza liczba

calkowita spelniajgca uklad nieréwnosci otrzymujemy a=2, a uklad przyjmuje postac

{|2+b|33

i spelniago b=0 lub b=1.
2-3|<2 T8

3. Trzy kwadraty. Udowodnij, Ze nie istnieje taka liczba pierwsza p oraz liczba catkowita

dodatnia x taka, ze liczby x,x+p, x +2p—1 sa kwadratami liczb naturalnych.

Rozwigzanie: Dowod przez sprzecznosé: Niech x =a® oraz a® +p =b*, gdzie liczby a,be N . Stad
p=(b—a)b+a). Poniewaz p jest liczba pierwsza otrzymujemy, ze b=a+1 oraz p=b+a=2a+1,
oraz x+2p-1=a’+4a+1. Liczba a* +4a+1znajduje sie¢ pomiedzy kwadratami kolejnych liczby

naturalnych (a+1)° i (a+2)°, a zatem sama nie moze by¢ kwadratem liczby naturalnej. Stad

mamy sprzecznosc.



4. Ré6wnolegtobok. W czworokacie wypuklym ABCDpunkty E i Fsa odpowiednio
srodkami bokéw CDi AB, natomiast punkty G,H,I,] sa odpowiednio $rodkami odcinkéw

AE,BE,CF i DF . Udowodnij, ze punkty G, H,I,] sa wierzchotkami réwnolegtoboku albo leza na

jednej proste;j.

Rozwigzanie: (patrz rysunek)

A F B

Niech K bedzie srodkiem odcinka EF . Trojkaty IJF i CDF sa podobne w skali 1:2. FE jest
srodkowa trojkataCDF , wiec FK jest srodkowa trojkata IJF, a stad |IK|=|K]| oraz K lezy na
odcinku IJ. Analogicznie, z podobieristwa trojkatow GHE i ABE mamy, ze |GK|=|KH| oraz
K lezy na GH. Odcinki I] oraz GH dziela si¢ na polowy, zatem GIH] jest rownolegltobokiem.
Gdy czworokat wypukly ABCD jest trapezem o podstawach AB i CD punkty G,H,I, | leza na

jednej proste;j.

5. Dziesie¢ kolejnych liczb. Czy istnieje dziesie¢ kolejnych liczb naturalnych, ktére mozna
podzieli¢ na dwa niepuste podzbiory tak, aby suma najmniejszych wspdélnych wielokrotnosci
liczb kazdego z podzbioréow koriczyta sie liczbg 2016? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie: Nie istnieje. Zauwazmy, ze liczba korczaca sie cyframi 2016 jest podzielna 16.
Zal6zmy, ze mozna to zrobié: tzn. rozbi¢ zbiér kolejnych 10 liczb naturalnych na dwa niepuste
podzbiory A i Btakie, ze NWW(A)+ NWW(B) jest podzielne przez 16. Wéréd kolejnych 10 liczb

naturalnych jedna lub dwie liczby sg podzielne przez 8.

(i)  Jeslijest tylko jedna taka liczba, to jedna z liczb NWW(A), NWW(B) jest podzielna przez 8,

a druga nie. Zatem ich suma nie jest podzielna przez 8.

(ii)  Jesli wéroéd nich sa dwie liczby podzielne przez 8, to s to dwie kolejne liczby podzielne
przez 8, a zatem jedna z nich jest podzielna przez 16, a druga nie. Jesli obie liczby znajda sie
w tym samym podzbiorze np. A to NWWI(A) bedzie podzielne przez 16, a NWW(B) nie bedzie
podzielne przez 16. Jesli te dwie liczby znajda si¢ w réznych podzbiorach, to jedna z NWW
bedzie podzielna przez 16, a drugie NWW bedzie podzielne tylko przez 8, a nie przez 16. Zatem
ich suma nie bedzie podzielna przez 16.



